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Streszczenie Rozklad statystyczny sum opadéw zma aproksymowarozkladem gamma.
Najprostszy spos6b okdenia parametréw empirycznych daje metoda momentdidrej s one obli-
czane ha podstawie waitd sredniej i wariancji. W miar agregowania opadéw w czasie, rozktad sum
zmierza do rozkladu normalnego, czemu odpowiadajiany obu parametréw. Parametry teznao
ocent okreslajac na drodze empirycznej zmiany wariancji sum opagéatug wzoru:

In6s=a+bln(n-0,2),
w ktorym 65 oznacza odchylenie standardowe sumy zagregowendiczbe dni w okresiea i b — para-
metry empiryczne. Zngg dwie wartdéci wariancji (np. sum dobowych i miesknych), mana teraz
znalez¢ wariancg w dowolnym okresie, a co za tym idzie, zalparametry rozktadu. Oceny dystrybuanty
w granicach prawdopodolistwa 1-99% uzyskane na tej drodzezn@ouwaat za wystarczapo do-
ktadne w zastosowaniach.

Stowa kluczowe: opady atmosferyczne, rozktad ganskelpwanie wariancji

WSTEP

Rozktady statystyczne sum opadéw mbgé przyblizane rgnymi rozktadami
teoretycznymi, jednale powszechnie (Kaczmarek 1970, Pruchnicki 1988psta-
ny jest rozktad gamma. Parametry rozkladu byvedjreslane rénymi metodami;
najczsciej wywana jest metoda momentéw, a to ze wdigina prosteti brak ogra-
niczer w zastosowaniach (Gaorski i Gorska, 2002, 2004y vdznaczy parametry
rozkladu gamma, potrzebna jest znajééneartaici sredniej oraz wariancji.

Dysponujc seriami notowa opadéw w ujciu miesecznym, stosunkowo ta-
two mazna poda srednie sumy opadéw dla k@ego dnia i dowolnie zagregowa-
nego okresu, stosyg analiz harmonicza opisupca cykl klimatyczny (Gorski
i GOrska 2004). Die trudndci pojawiap Si¢ natomiast przy okéaniu wariancji.
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Zasadniczym celem opracowania jestdnta zaproponowanie metody okiania
wariancji sum opadéw w dowolnym okresie na podstawie znanych seiado-

bowych i miesicznych.
ROZKEAD STATYSTYCZNY OPADOW JAKO ROZKEAD GAMMA

Prawostronnie asymetryczny rozktad gamma (rozktad Peail$iohgpu z
ograniczeniem zerowym) szczego6lnie dobrze nadajelsiaproksymacji sum
opadéw i znajduje rozliczne zastosowaniazéagoza hydrologii klimatologia
(np. w ubezpieczeniach — Martin i in. 2001). Asymetryéznmozktadéw maleje
w miare sumowania opadow w ditazym okresie, kiedy — w rdlytzw. central-
nego twierdzenia granicznego statystyki matematycznej (Rekio 1965) —
rozktad dizy do normalnego (gaussowskiego). | tak, suma opaddéw rocznych
w warunkach Polski me by réwnie dobrze opisywana rozktadem gamma, jak
i normalnym, ale sumy miegizne g jeszcze wyranie asymetryczne. Zmiany
funkciji gestasci ilustruje rysunek 1, przedstawday histogramy opadoéw czerw-
cowych w ponad 80 letnimagu putawskim.
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Rys. 1. Histogramy empiryczne i funkcjecgtasci opadéw (P) czerwca w Putawach (1918-2005).
A, B, C, D — kolejno okresy 5, 10, 15, 30 dniowe

Fig. 1. Empirical histograms and density functions of Jpregipitation (P) in Putawy (1918-2005).
A, B, C, D — periods of 5, 10, 15, 30 days.
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Przy krétkim okresie sumowania funkcjasgosci jest w caltym przedziale
malepca; dopiero przy okresie ok. 10 dniowym modalna odsugadizera, co
odpowiada przégiu parametru ksztattwf przez wartéc ,1”".

Parametryx (ksztattu) if (skali) obliczane sw funkcji wart@ci sredniej mi
wariancjio”:

a=m?ld®* f=mlo’

Majac wartagci obydwu parametrow rozktadu gamma, zm@ przysipi¢ do
okreslenia dystrybuanty, korzystgj z tablic niepetnej funkcji gamma (Kaczma-
rek 1970), lub algorytméw komputerowych. Odpowiedni algorytm skonstruowa-
no na podstawie tablic Stuckiego (195@ywajac nieliniowych réwna, w kté-
rych warté¢ prawdopodobigstwa z tablic byta funkegj parametréw rozktadu.

Btedy tak uzyskanej dystrybuanty (w stosunku do tablicyrikome i nie maj
znaczenia dla interpretacji wynikow.

SUMOWANIE WARIANCJI

Wariancja opadéw podlega oczyaie ogdélnym zasadom sumowania wa-
riancji, przy czym jednak spramkomplikuje skorelowanie opadéw w kolejnych
dniach. W przypadku wygbowania korelacji midzy zmiennymi wariangjsumy
tacznej oblicza si nastpujaco (Pawtowski 1965):

68 =6,°+ 65"+ .40 + 2610, 10+ 261631 3+...+ 21 6 Min [1]

gdzie 6 — wariancja sumy agregowanej wgi n dni,
6.2, 65, ..., 6,> — wariancje sum dobowych,
B2 13-, n1n— WSpOtczynniki korelacji sum dobowych
Jeli zatozymy, ze wariancje sum dobowych w pewnym (niezbyt dtugim)
okresie § w przyblizeniu jednakowe:

6127 62 ... = 6,2 = 6°
to mazna wzor [1] zapisaw postaci:
62=Nn6°+n(N-1)6°ry = 6°[n+{M°=n)ry] 2]

gdzier,—sredni w zbiorze wspotczynnik korelaciji.

Znapc wariancg sum dobowych oraz ich autokoretamjazna teraz okrdac wa-
rianci sum w dowolnym okresie o diugd n dni. W praktyce jednak jest to zadanie
dos¢ trudne, ze wzghu na labilnéé ocen autokorelacji. Jak to przedstawia rysunek
2, nawet w ponad 80 letnich materiatach putawskictkcje autokorelacyjne wyka-
zuja duze nieregularnéei i znaczne zrinicowanie sezonowe, CO przenosi®@zywi-
$cie take na doktadni@ ocensrednich wspotczynnikéw autokorelacii.
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Rys. 2. Autokorelacja (r) dobowych sum opadéw w Putawat®10-2005). r 7 — wspotczynnik
korelacji sum odlegtych o dni lipca; r 10 — padziernika; r,, —redni wspétczynnik korelacji w zbio-
rze wszystkicm dni.

Fig. 2. Autocorrelation (r) of daily precipitation sums Rutawy (1919-2005). r 7 — correlation
coefficient of sums distamt days in July; r 10 — in October;, — mean correlation coefficient m
day sample

Po wielu prébach na ponad 80 letnich materiatach putawskich triBHedanych
z dziestciu innych stacji meteorologicznych (Opady atmosferyczne 1954-1981),
okazato s, ze wykorzystywanie analitycznego wzoru [2] nie jest celowe, wobec
matej efektywnéci estymatoréwr,,, przy duzym ich zr@nicowaniu sezonowym i
przestrzennym. Zdecydowanog swiec na podedicie empiryczne, pomijage
sprave autokorelaciji.

Logarytmupc [2] otrzymuje si:

IN6s =In6 +0,5In h+ (n*n) ry]

poniewa wyraz w nawiasach jest w sposéb oczywisty silnie skorelovzany
mozna spodziewasig, ze zmiany odchylenia standardowego sum opadéw w mia-
re ich agregowania w czasie dobrze aproksymuje réwnanie liniowe:

y=Inc+blnn [3]

gdzieb — parametr empiryczny.

Jak s¢ okazuje, rzeczywtcie w catej Polsce rownanie to stosunkowo doktad-
nie opisuje rzeczywiste stosunki, przynajmniej w zakrasieosvania od doby do
miesgca (rys. 3). Przy hiszej analizie danych z diugich serii pomiarowych, za-
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uwaza sk jednak pewa nieliniowas¢ zwiazku [3], dajca maty systematyczny
btad, ktéry mana wyeliminowa stosujc nieco zmienioq posta réwnania:

las=a+bIn (n-K) [4]

gdzieai b parametry empiryczne w réwnaniu regresji, éknee po uprzednim
wyznaczeniu trzeciego parameku

Parametk ustalono na podstawie dtugich serii, szakajajwiekszego wspot-
czynnika korelacji dla zwizku odchylenia standardowego z ligzthni. Wyko-
rzystywano sumy 1,2,3,5,10,15 i 30 dobowe we wszystkich soii. Najci-
slejsze zwiizki otrzymano dl&k = 0,2 (tab. 1). Ten dodatkowy parametr prawdo-
podobnie rekompensuje gziowo wady zatgéenia o réwnéci wariancji sum
dobowych w zbiorze.

Ostatecznie w réwnanie [4] przybiera posia

Iss=a+bin (n-0,2) [5]
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Rys. 3. Odchylenie standardowe sum opadéyvdtycznia (1956-1980), kolejno w okresach 1, 2, 3,
5, 10, 15, 31, 92 dni

Fig. 3. Standard deviations of precipitation surasif January (1956-1980), from left: in 1, 2, 3,
5, 10, 15, 31, 92 day periods

Charakter zwizku [5] podlega cyklowi rocznemu, ktéry e by
opisany analiz fourierowsl (Gorski i Gérska 2004). W celach praktycz-
nych mana w obebie miesica stosowastate wartéci parametrow.
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Tabela 1. Wspétczynniki korelacji w rownaniu regresji [4]zyr réznych wartdciach k w miesi-
cach. Putawy 1919-2005

Table 1. Correlation coefficients from regression equafigjnwith differentk values in 12 months.
Putawy 1919-2005

Miesiac — Month k=0 k=-0,2 k=-0,4
Styczé — January 0,9991 0,9998 0,9996
Luty — February 0,9997 0,9996 0,9984
Marzec — March 0,9989 0,9994 0,9977
Kwiecien April 0,9941 0,9961 0,9974
Maj — May 0,9985 0,9989 0,9982
Czerwiec — June 0,9975 0,9989 0,9995
Lipiec — July 0,9991 0,9995 0,9989
Sierpieh — August 0,9993 0,9998 0,9993
Wrzesiéh — September 0,9991 0,9997 0,9994
Padziernik — October 0,9998 0,9992 0,9973
Listopad — November 0,9991 0,9998 0,9995
Grudzier — December 0,9996 0,9994 0,9980

Srednia — Mean 0,9987 0,9992 0,9986

Jesli znane jest odchylenie standardowe sum dobovgychum miesicznychop,
to odchylenie sums w dowolnym okresie miegia mana oblicz& przy pomocy
nastpujacych wzoréw, wynikajcych z wzoru [5] po prostych przeksztatceniach:

In 65 =In6,— 0,938 (b, — In6) +0,276 (In6,, — IN6) IN(N=0,2)
w miesacu 30 dniowym, lub
In 65 =In6y,— 0,939 (I, — In6) +0,274 (In6, — IN6) IN(N=0,2)

w miesicu 31 dniowym

DOKELADNOSC UZYSKIWANYCH WYNIKOW

Btedy odchylé standardowyclos wyliczonych z réwnania [5]asnieznaczne,
nawet w regionach klimatycznie skrajnych, przynajmniej wiigach miesica.
Ekstrapolacja do okresu 3 miesy (po jednym miegtu przed i po miescu
rozpatrywanym), przynosi jubtedy, ktérych zaakceptowanie mana (tab. 2).
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Tabela 2. Odchylenie standardowe sum opadow (mm) rzeczyw@teobliczone (m) wg réwnania
[5]. Dane w wierszu ,92" dni pochodz ekstrapolacji. Putawy w latach 1919-2003, pcatest
stacje w latach 1956-1980

Table 2. Standard deviations of precipitation sums (mmiyadaa) and modelled (m) after equation
[5]. Data in “92” days row were extrapolated. Pual®19-2003, other localities 1956-1980

Styczé Suwalki Koszalin Wroctaw Zakopane Putawy
January
gg;s a m a m a m a m a m
1 19 19 26 27 19 19 32 33 20 20
2 30 29 42 43 30 31 52 53 31 32
3 37 37 56 55 40 40 69 68 41 40
5 49 49 76 75 55 56 97 93 55 54
10 70 71 116 113 88 87 151 141 82 80
15 90 89 139 143 114 111 170 179 99 100
31 130 131 217 218 171 174 265 273 148 149
92 267 232 493 410 282 338 350 515 292 272
L\iﬂﬁ/c Suwalki Koszalin Wroctaw Zakopane Putawy
I?an)js a m a m a m a m a m
1 61 59 66 61 74 76 121 130 62 62
2 95 93 92 96 114 115 198 196 93 93
3 114 118 118 122 145 143 247 245 116 116
5 156 159 154 164 195 188 341 322 151 153
10 230 235 243 243 277 269 487 463 230 221
15 281 295 323 304 327 330 599 571 267 272
31 475 442 455 455 461 477 746 829 394 396

92 796 805 652 828 695 826 1222 1445 595 690
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Rys. 4. Porownanie liczby dni w okresie kwiegie pa&dziernik z opadem przekraczaym sung 1 i 20
mm, obliczonych z modelu — Ld (M), z liczbami wgyr@lechnowicz-Bobrowskiej (1988) — Ld (B). s.e. —
btad standardowy w dniach

Fig. 4. Number of days in April — October period with ppétation sums exceeding 1 and 20 mm, mod-
elled — (Ld (M) and after Olechnowicz-Bobrowskag8p- Ld (B). s. e. — standard error (days)

Liczne proby poréwnywania dystrybuanty olomej przy uyciu formuty [5]
z kumulowanymi histogramami empirycznymi wykazaly, zeniée nie g wigk-
sze, nk w przypadku rénic migdzy kolejnymi 50 letnimi seriami pomiaréw opa-
dow, ktére przecie uwaza¢ mazna za préby z rozktadu stacjonarnego (Kowal-
czak i Szymaski 2000, Zawora i Ziernicka 2003). Tylko na zejvm przedziatu
prawdopodobigstwa 1-99% rénice mog by¢ znaczne. W serii nawet 100 letniej
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jeden ekstremalny przypadek neocatkowicie zmierdi interpretacje. Wydaje &i
ze racg ma Bardsley (1994) kiedy podwa zasadni@ okreslania skrajnych
kwantyli w zagadnieniach hydrologicznych.

Dystrybuang wykorzystg mazna take do wyznaczenia liczby dni z opa-
dem przekraczagym zataona sune. Rysunek 4 przedstawia poréwnanie liczby
dni z opadem ponad 1 mm i ponad 20 mm gkrech przez Olechnowicz—
Bobrowsk (1988) w Karpatach, z liczbami uzyskanymi na podstawie przedsta
wianego modelu (w miejscowaiach o dostatecznie dtugich seriach pomiaréw).

Jeli dane o wariancji opadéw dobowych sudno dostpne, mana wyko-
rzystywa& pewne zwizki, jakie istniej migdzy charakterystykami miesiznymi
i dobowymi wariancji a wspoteinymi geograficznymi (Gérski i Gérska 2004).
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IMPACT OF THE AGGREGATION OF PRECIPITATION SUMS
ON THE DISTRIBUTION FUNCTION
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Abstract. Statistical distribution of atmospheriegpitation sums may be approximated
with gamma function. An easy way of determining &mapirical parameters is the method of mo-
ments, where they are calculated on the basis ahmalue and variance. When precipitation sums
are aggregated in longer periods, the parametasgehand the distribution function approaches
a normal distribution. The changes of variance teagetermined after the formula:

In6s=a+bln (n0.2),
where6s — standard deviation of aggregated sumslength of period (days) andb — empirical
parameters. Knowing two values of variance (e.dy @ad monthly), the variance and both gamma
parameters may be evaluated in any chosen perade¥ of probability in the limits 1-99% deter-
mined this way may be assessed as sufficientlyiggdar practical purposes.
Keywords: atmospheric precipitation, gamma distidny variance scaling



